INSTITUTO NACIONAL DE ESTADISTICA GEOGRAFIA E INFORMATICA
DIRECCION GENERAL DE GEOGRAFIA

“TECNICA PARA LA SOLUCION GEOIDAL
EN EL AREA MEXICANA”

DIRIGIDO A:

ESPECIALISTAS EN EL MANEJO DE
INFORMACION GEODESICA.

POR: LMA. DAVID AVALOS NARANJO

Marzo de 2006



TECNICA PARA LA SOLUCION GEOIDAL EN EL AREA MEXICANA

El presente documento describe de manera breve y general el procedimiento con el
que se obtuvo el Geoide Gravimétrico Mexicano para el area mexicana mediante la
técnica Stokes-Helmert. Mayores detalles pueden consultarse en las referencias
listadas al final. Dicha técnica es propiedad intelectual de la Universidad de New
Brunswick, Canadd, y es aplicada en el México para obtener el modelo geoidal
gravimétrico a partir de informacion de la Base de Datos Geodésica del INEGI.

La siguiente redaccién corresponde a la traduccion del capitulo 1 del “Reference
Manual for the Stokes-Helmert’'s Geoid Software”, escrito por Robert Tenzer y Juraj
Janak en Fredericton, Canad4, 2001.

DEFINICIONES FUNDAMENTALES

1 Formulacion del problema del valor de frontera
La cantidad por resolver es el potencial de la gravedad terrestre sobre y fuera del
geoide, representado por W, y el propio geoide. El geoide es la superficie
equipotencial que mas se aproxima al nivel medio del mar y esta representado por
W =W, = constante. Para resolver este problema, se introduce un campo de
referencia, llamado campo de gravedad normal, generado por el elipsoide de
referencia. Se define que el potencial normal U en este elipsoide de referencia sea
igual al potencial real en el geoide: U, =W, .
La diferencia entre el potencial de gravedad real y el potencial normal en un punto
arbitrario del espacio tridimensional euclidiano se conoce como potencial perturbador.

T=W-U (1.1)
Cuando se desprecia la atraccion atmosférica, 7T es armoénico fuera de la Tierra y
satisface la ecuacion de Laplace.

VT =0 (1.2)
Una vez resuelto T, se puede obtener el potencial de gravedad W en cualquier punto
anadiendo U , que se puede calcular a partir de modelos existentes. También, cuando
se conoce T en el geoide, la separacién entre el elipsoide de referencia y el geoide se
puede obtener a partir de la formula de Bruns



N="*%, (1.3)

donde T, es el potencial perturbador sobre el geoide y y, representa el valor de la

gravedad normal sobre el elipsoide de referencia. El problema se reduce entonces a la
determinacién de T sobre y fuera del geoide.

Sin embargo, T no satisface la ecuaciéon de Laplace dentro de las masas topograficas
donde el geoide se localiza con frecuencia. Por lo tanto, para establecer la
armonicidad del potencial perturbador, se tienen que eliminar o reubicar las masas
atmosféricas y topograficas. Esto se realiza con el método de la segunda
condensacién de Helmert, donde las masas son concentradas en una capa situada
sobre el geoide, de modo que la masa total queda invariable. Sin embargo la Tierra y
su campo gravitacional cambia ligeramente. El espacio obtenido después de esa
condensacién se conoce como espacio de Helmert. Las cantidades dadas en el
espacio de Helmert se denotan con el superindice /. El potencial de Helmert se define
como sigue:

W'=w-6vV'-5° (1.4)
donde OV’ es el potencial topografico residual, que es la diferencia entre el potencial
de las masas topograficas y el potencial de la capa de condensacion.

ov'=v'-v« (1.5)
De manera analoga, oV se define como el potencial atmosférico residual.

ovi=ve-y« (1.6)
Restando el campo de referencia normal U de la ecuacion (1.4), el potencial
perturbador en el espacio de Helmert viene a ser.

T"=W"-U (1.7)
Como se esperaba, el potencial perturbador de Helmert es arménico en cada punto
fuera del geoide, de manera que la ecuacion de Laplace

VT" =0 (1.8)
se cumple en cualquier parte fuera del geoide. Para determinar el T", se tiene que
resolver el problema del valor de frontera de tercer tipo fuera del geoide. Por lo tanto,
se necesitan los valores de frontera en el geoide, el cual es desconocido a priori. En
este problema, las anomalias de gravedad de Helmert sobre el geoide sirven como
valores de frontera. Para encontrar una relaciéon entre el potencial perturbador y las

anomalias de gravedad de Helmert, se introduce la derivada radial del potencial
perturbador
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usando una aproximacion esférica, se tiene

or' _ I
-——=g'-y=0", .
ar y=08 (1.10)

donde Jg” es la perturbacion de la gravedad de Helmert. En Vanicek, et. Al., 1999, se

sugiere aplicar una correccion elipsoidal a esta aproximacion, porque de lo contrario el
error en el geoide puede alcanzar mas de un centimetro. Entonces, la ecuacion (1.10)

viene a ser.

h
—aaTrzdgh—sdg,,. (1.11)
La perturbacién de la gravedad no suele considerarse una cantidad medible en la
superficie terrestre. Por lo tanto, se tiene que transformar la perturbacion de la
gravedad de Helmert a una cantidad mas disponible, que es la anomalia de gravedad
de Helmert. Esta transformacion se obtiene usualmente al afadir un término I'" a la
perturbacion de la gravedad. Este término explica el cambio en la gravedad normal

debido a la diferencia entre la altura geodésica h y la altura ortométrica disponible
comunmente, H’. Esta expresidon se puede escribir con suficiente exactitud como.

_T"oy

r=——+.
y on

(1.12)

Para resolver el problema del valor de frontera, es conveniente introducir la
aproximacion esférica de (1.12).
1oy _2 (1.13)
y on R
El error ocasionado por esta aproximacidén se conoce como correccion elipsoidal para
la aproximacién esférica, €, .

Asumiendo la ecuacion (1.13), la ecuacion (1.12) se puede volver a escribir como.

2 h
-—T =I+g¢,.
R n (1.14)
Las ecuaciones (1.11) y (1.14) se pueden combinar para obtener.
oT" 2, N
- ——T"=42" +¢, —€,,. )
A A (1.15)

Esta ecuacién representa la ecuacion fundamental de la geodesia fisica valida en el
espacio de Helmert. Relaciona los valores de frontera conocidos Ag” al potencial

perturbador desconocido fuera y sobre el geoide. Como los valores de frontera son las



anomalias de gravedad de Helmert sobre el geoide, en las dos secciones siguientes
se vera la derivacion de esta cantidad a partir de las mediciones.

2 Evaluacion de las anomalias de gravedad de Helmert sobre la superficie
terrestre

La anomalia de gravedad de Helmert Ag” se define como (Vaniéek, et. Al., 1999)

A" =g"-y,_ (1.16)

donde y, es la gravedad normal sobre el teluroide en el espacio de Helmert (figura

1.1).
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Figura 1.1: Las cantidades involucradas en el espacio real y de Helmert

2.1 Efecto directo sobre la gravedad:
La gravedad de Helmert (g") sobre la superficie terrestre se obtiene a partir de la

gravedad g observada sobre la superficie terrestre, afadiendo el efecto topografico

directo 0A“:
g =g+ A +A° (1.17)



El efecto topografico directo (DTE: Direct Topographical Effect) sobre la gravedad es la
atraccion gravitacional de las masas topograficas menos la atraccion de las masas
topograficas condensadas. Debera evaluarse sobre la superficie terrestre. De manera
analoga, el efecto atmosférico directo (DAE: Direct Atmospherical Effect) sobre la
gravedad es la atraccion gravitacional de la atmosfera menos la atraccidén gravitacional
de la atmosfera condensada. El efecto directo se obtiene tomando la derivada radial
de los potenciales residuales topogréfico y atmosférico, ecuaciones (1.6) y (1.7).

aoV' V' 9QVF¢ \
oA =00 SOV O At A, 1.1
or or or (1.182)
20V V¢ oV«
OA" = = — = AT AT 1.1
or or or (1.18b)

2.2  Correccion para la altura ortométrica:

La gravedad normal sobre el teluroide en el espacio de Helmert, 7,_, . =7,-, () .
! o+ HN

se obtiene con la continuacion ascendente de la gravedad normal en el punto
correspondiente sobre el elipsoide de referencia. La altura utilizada para este calculo

debera ser la altura normal en el espacio de Helmert (HN)h que es la altura del

teluroide de Helmert sobre el elipsoide de referencia. Sin embargo, en la practica, las
alturas de las observaciones de la gravedad sobre la superficie terrestre son alturas
ortométricas H° y la continuacién ascendente de la gravedad normal se calcula

usando H‘en lugar de (HNY’ Por lo tanto, se tiene que agregar una correccién a la

gravedad normal. Esta correccion consiste en dos partes. La primera, que se ocasiona
por la posicion diferente del teluroide en el espacio real y el de Helmert, se conoce
como efecto secundario indirecto. La segunda parte, que se debe a la diferencia entre
la altura normal y la ortométrica, se conoce como la correccién para la altura
ortométrica. Entonces, la expresion para la gravedad normal sobre el teluroide de
Helmert est4 dada por.

=y —2H”AgBS—;5V’—;éV“. (1.19)

r=r,+H° R

/4

L
El segundo término a la derecha es la correccién para la diferencia entre el
cuasigeoide y el geoide (es decir, la diferencia entre la altura ortométrica y la normal).
Los otros dos términos a la derecha son el efecto topografico indirecto secundario

sobre la gravedad (SITE: Secondary Indirect Topographical Effect), representado por

oy', y el efecto atmosférico indirecto secundario sobre la gravedad (SIAE: Secondary



Indirect Atmospherical Effect), representado por dy“. Al insertar las ecuaciones (1.17)
y (1.19) en la (1.16) y con la anomalia de gravedad de aire libre definida como

A (7,Q) = g(r, Q)= 1, + H, Q) (1.20)
la expresion para la evaluacion de las anomalias de gravedad de Helmert sobre la
superficie terrestre son.

Ag" :AgAL+;H”AgBS +0y + 8y + A+ A° (1.21)

Las anomalias de gravedad de aire libre no son muy suaves, lo que las hace poco
apropiadas para la interpolacion y el promediado. Por consiguiente, en la practica se
utilizan las anomalias de gravedad completas de Bouguer, que son mas suaves, para
producir los datos de gravedad medios. La anomalia de Bouguer completa se define

como
Ag" =Ag™ + 8" =Ag" —27mp,GH® + g (1.22)
donde Ag” es la anomalia de Bouguer simple y dg* es la correccién gravimétrica del

terreno, es decir, una correccion para la atraccion de la topografia terrestre con
relacién a la altura en el punto de evaluacion.

Con las ecuaciones (1.21) y (1.22), las anomalias de Bouguer completa se pueden
transformar a anomalias de gravedad de Helmert sobre la superficie terrestre.
Entonces, la expresion para las anomalias de Helmert esta dada como.

Ag" =Ag" +2mp,GH® — 5 + ;H"AgBS +0) +0y + A+ A° (1.23)

La ecuacién (1.23) contiene la correccion gravimétrica del terreno y el efecto
topografico directo. Sin embargo, la correccion del terreno esta dentro del DTE, que es
(segun la ecuacion 1.17a) la diferencia entre la atraccion de las masas topogréficas

A’ y la atraccion de las masas topograficas condensadas sobre el geoide A°. El
efecto topografico directo DTE se puede expresar como una funcién de la correccion

por terreno dg“ y la correccion condensada del terreno JA” :
0A' =08 + 0A” (1.24)

La combinacion de las ecuaciones (1.23) y (1.24) da la expresiéon final para la
anomalia de gravedad de Helmert sobre la superficie terrestre.

Ag" =Ag" +27p GH’ + ;H”Ag B0y + 0y + AT + A (1.25)

3 Continuacion descendente



Un vez que se evalla la anomalia de gravedad de Helmert sobre la superficie terrestre
se tiene que continuar a la frontera, en este caso el geoide. Este proceso se conoce
como la continuacién descendente de la anomalia de gravedad de Helmert.

El potencial de perturbacion de Helmert es una funcién arménica sobre el cogeoide de
Helmert. La solucion de Poisson al problema de Dirichlet de la continuacién
ascendente de una funcion arménica puede, por lo tanto, aplicarse a encontrar una
solucion al problema inverso, es decir, la continuacién descendente.

La relacién entre la anomalia de gravedad de Helmert sobre el geoide y la anomalia de
gravedad de Helmert sobre la superficie terrestre esta dada como sigue

R ,
Agh = " jAgf;K(r,z//,R)d.Q , (1.26)
4rr o

donde K es el kernel de Poisson. La solucién al problema de la continuacién
descendente estd dada como una solucion de la ecuacion integral de primer orden: se

conoce 4g;' y se tiene que determinar Ag,. Esta ecuacion integral se puede resolver
de forma iterativa; la derivacién se encuentra en (Vanicek, et. Al., 1996).

La continuacién descendente de Poisson se conoce como un problema no lineal e
inestable. Debido a la inestabilidad, los errores en Ag" pueden aparecer amplificados

en la solucién. Sin embargo, cuando se usan los valores medios en lugar de los

valores de puntos, se puede evadir este problema.
4 Evaluacion del geoide

4.1 Integracion de Stokes:
Cuando se determinan los valores de frontera, es decir, las anomalias de gravedad en
el cogeoide, se puede resolver el problema del valor de frontera (1.8) y (1.5). La

solucién de 7. estd dada por la férmula de Stokes, y la separacién entre la altura

geoidal y el elipsoide de referencia se puede derivar segun la formula de Bruns (1.3).
La formula de Stokes (en el espacio de Helmert) se da como

= B [ 45" sphe, (1.27)

N'=_—
47r7/0,

donde N"corresponde a las alturas cogeoidales y S al kernel de Stokes.
4.2  Efecto topografico indirecto primario (PITE):

Ya que se obtiene el cogeoide de Helmert, las alturas geoidales se tienen que regresar
al espacio real. Esta transformacién se lleva a cabo calculando el efecto topografico



indirecto primario (PITE: Primary Indirect Topographical Effect) sobre el potencial, que
se puede convertir facilmente al efecto sobre el geoide. Para obtener el potencial
perturbador en el espacio real, este efecto se tiene que anadir al potencial de
perturbacion de Helmert, es decir

_
T, =T, +0P, (1.28)
donde OP, es el efecto indirecto primario sobre el potencial.
Cuando OP, se divide entre su gravedad normal v, se obtiene directamente el efecto

sobre el geoide Ns y consecuentemente se puede afadir al cogeoide para obtener el
geoide en el espacio real segun la ecuacion.

N=N"+Nj,. (1.29)
Se pueden despreciar el efecto indirecto primario y el efecto indirecto secundario

atmosféricos, como se demuestra en (Névak, 2000). La ecuacién (1.29) es la ecuacion

final en el proceso de la determinacién del geoide preciso.
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